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Abstract. We prove that for every finite anonoid kf, there exists a finite language L so that I%? 
divides the syntactic monoid of L *. Moreover, one can chowe for L a full finite prefix code. The 
same result for finite group has already been proved by Schtitzenberger. This result is crucial in 
the proof of the J.-F. Perrot’s theorem that the only vziety closed under star operation is the 
variety of all rational languages. 
Une skrie de recherches se sont attach6es i Etude des propri&?s syntactiques dl: 
l’opkratisn ktoile. En particulier, les travaux dc Restive [ 3 1, de Schiitzenberger 141 
et de Perrin et Schtitzenberger [l] ont montr@ I’inttGt de l’ktudc cles groupes 
+zwtenus dan; ie mono’nde syntactique M de k*. On sait par exemplc que si L est 
fini, le groupe des elements inversibles de 34 est cyclique [ 11. En outrc, Schiitzen- 
berger [5,6] a montrk que tout groupe divk:it le monoi’de syntactique d’un llangage 
L*, L &ant llui-&me un langage fini. Now montrons ici qw cef’e prc~%t& est 
vraie non se&went pour ks groupes finis, mais aussi pour tous les monoi’des finis. 
On pew en rcutre choisir pour L un code prSxt; et mkm un code pr@fxe complet 
fini. Ce r&s;llcat intervient dans la dkmonstration du fait que la seule vari@t@ fern-kc 
par 6toik est la variS des langages rationnels. Sur ce sujet, et 
commewaires, nous renvoyons le lecteur 51 Particle de 
ioai 1.1. Pour tout monoi’de fini M, ik existe an 
le mono~de syntactique de L? En outre, on peat ~~~~~~~~~~~~~ 
fi ni. 
!,ns: & designera 
-’ I E L 
irr,, m.l%l 
: ‘., 
,; de -&, ,dans.J!$ S:i Z est un ensemble d’applications de E, dans I!$, now noterons 
T(ZQ le sousgrono~de be 9” engendre par %. On sait que tout ;uonoMe fini est 
isomurphe i un tel 7’(Z). Enfin XL = (x} u (x,),.~ designera un alphabet de (1 + 
Card +j iettres. A chaqtig ansemble Z, on associe un code prefiixe fini A@> sur 
l’aiphabet Xx en pwant: 
A@)=Ix")+ {~td-~~'): in EJ). 
VEX 
On bzeut alors dnon~cer Ia 
M-a 1.2, Soit n un entiet quelwzque et X c Tn. Pour tout alphabet X tel yue 
X 3 Xx et tout langage fini L SUP l’alpkbet X v&ifiant L n (x*X,x * v (e}) = A(Z), le 
monoi?ie T(Z) ,divise le monoMe synpactique de L’.‘. 
Now en d&iuirons ie resultat de Sck%tzenberget [5,6] dejja cite, ainsi que les 
Corollaires Ii.4 et 1.5 qui suivent. 
Cur&a&e 13 (.Schiitzenberger)O L.e groupe syrktrique de degrt! n G4, divise le 
monofde syntactique de P, 2, a& A ,, est le code prkfixe fini : 
A,=(x”,xy, yj~“-~}u{xr*yx~-~: 2siin-11). 
c%t’oki~ kd Le monoide % ditrise le ~wnoide syntacttiue de Bz oti B, est le code 
pr6fixefin.i: 
B,,=(x”,xy,z,n”-‘.z, yx”-‘)u{~~yx~-~: 2Qiam-1) 
U(dZP: ISisn--2’ I* 
Rappelons quc si A est un code prtffixe fini, l’ensemble P des prefixes de A est 
f’ensemble des mots u de X* t&s qu’il existe tl E X+ = X*\(e) v&rifi&t UD E A. On .* 
v&Se alors sans peine que C =z PX- P &t WI code prefixe wmplet jhi contenant 
A’ appele ~omplZt& deA. (C’est es fait l’unique code prefixe cornplea contenant A 
et de cardinal minimal pour cette propribtk) On a dors Ie 
1.5. Si C(Z) est le compl&& du code A(Z), le mwwide T(T) divisc le 
pnomf”de sym&que du kangage C(Z)“. 
2. 
s3 u est un mot de X*, nous noterons u-IL* i’ensemble u-lL* ={k EX*: 
urn EC*). On sait aiors que les etats de I’automate .minimal reconnaissant L* 
ntifient aux ensembfes u-IL*, u parcourant X”, les transitions de ce m$me 
aMom.8te mmin& &urt donn&i par les for-mules: 
f&L*) * u 55: f-‘j(&p)= @v)-‘p. 
Sur le monoi’de syntactique de L* iorsyue 11. eyt un langage fini 2 13 
Puisque % est suppose fini, il existe un entier a tel que an majore Ia lonpueur de tous 
les mots de jt. Les rksiduels (xnnri )--‘L*, pour i E En, sent alors CYY._IX & dew 
distincts. En effet, on a X” EL d’apr&s la definition (de L. Par conkquent ,P’?‘- ’ 6; 
L* et xnwi E (xan+i)-lL’ pour i E EF8 = (0, 1, . . . 9 n - 1). Maintenant, si x”--’ ES 
( n’“+j)-*L* pur un jg&, il vient: x~~‘.~+~-~EL,~~~*cA(Z)*~~~*=(~“)* d’olj, 
j = i mod n et finakment i = i puisque i et j sont Mments de E,: cela dkmontre 
que xp: i$f(xan+i)-lL* si- i # j (i, j E I!?,). 
La suite rksultera du lemme suiwnt: 
LemrPne 2.1. Gn CL la formule: 
Vi E E,,, VCF E C [(x an+ij--IL*] . (x&c”) = (xan+di))-IL*. 
Qn a en effet l’kquivalence: 
Mais puisque an majore la longueur des mots de L*, le mot w see factorise en 
W= uv, avec u = xan+&xP E L*, v = x9m EL” et p +q = an. On a ah-s: _ - 1; c: 
k*nx*X~x* et done u = u1 0 l l u,. avec ui E Lnx*Xzx+c A(C). Autrement dit, 
u E A@)* et puisque A@) est un code &fixe, la dkcomposition de M ne peut Gtrc 
que u z= (x”)“(x~x&+~“~) (x”)~ avec p = kn +(n -a(i)). I1 en r~sulte, puisqur: 
p +q = an, q = (a - k - 1)n + a(i). On en dkduit successivement, en utilisant le fait 
que L contient A(X): 
w EL* * v = x9m EL* --4 x(k+1)nx9m E L* 
*X an+4ilrn E L* a m E (xan+a\‘i))- 1 L*. 
R.&iproquement si m E (x~~+~(~))-%,*, on a xunJcrcr)m E L* et le t-&me raisonm- 
ment permet de conclure qw x’a-l)“+u(i)m E L*. On a ators: 
X(a-l)n~ra(c,m E LW + Xnn(XiXAn-o(i))X(a-l)~+4i)m E L* 
*w = xan+‘xdanm E L”, 
oe qui tlch>%e la preuve du lemme. 
Revenons 34 la proposition. Soit M le mcn0Yde syntactiqut: de 12’ et 5 !c 
mo-rphisme syntactique de _X* --, M. On sait 
sition d(: l’automate minimal. Autrement dit, 
transformation. Les elements m, = [(xdaf’) e 
P+T de i;T, dont la restriction 2 l’ensemble des 6 
ui s,on-r deux ZI de e Gr! !‘a vu---es% d&Xite 
lemme. Compte te 
peuvent s%crire: 
iE E ZZ 0 u(i)- 
L I_ :~la,,~ritre;.ctue~:I’eins~:nlbltt::~~j: i E ENi est stable sous N et que la relation 
d?&+j&&&&+ &fi& pbjr -.a d b e Vi E En qiU = iqib d&nit sur N one ‘congruence 
t&e qin6 le quotient &’ ‘v soit isomorphe B T(2). 11 en r&Me que T(Z) est 
isomorphe A un quotient d’un sow-monoi’de de M, ce qui achcve ladrnonstration _ ,. 
,&~~*&j.&g&j~; ; - , 
.I’- +, in. i,’ ;_.c z-;-_.-, _,j .~ J ;. ; L. ._ ” -. ^,jl. “I . . 
t&p des C~Makes 2.3 et2A Si 3 = 1Jes deux rksultats soat-bvidents. 
~:Si n* 2; ie groppe _ G3, ‘e$t engeti;dri: par 18 p&-mutation ciiwlaire ai= 
I@,. 1 ,***I n - 1) et par la tra&position T = (0,l) et le msnoide 9” est engendre par 
~r~o,~ ;7 et par l’application p dGfinie par: Vi s & I = [i]n_l oti [aI6 d8signe fe reste 
de la division de Q par b. La fin de la areuve s’aFpuie sur dcux remarqtaes: Tout 
d’abord, on v&ifie facilement que la proposition s’applique encore si on remplace 
,4(Z) par le code pr6fixe A.“(X) suivant: 
Ensuite, en reprenant les notations de la proposition, on constate que Vi E 
Efi qf . f(.~)=*~+l], et done f(lc) a la m&me action que moo. Par cons&quent, si 
l’ensemble Z contient a~, la proposition s’appliquera encore si on remplace A (2.) par 
k code A (Z - (t&), ou par A’(2 -(a& 
Ii reste i kvahxer A’(2 - :[a& dans les deux cas qui nous intkressent. Or 019, a vu 
qpe pour le groupe sym&rique GE, 2 = {go, T} et pour le monoide Ta, C = 
(.w$_ 7, p). 11 vient done dans le premier cas A’(2 -;(cQ}) = A’((T)) et dans le second 
cas A’@ -(cqJ) = A ‘((7, p)). Or si on pose x, = y et x,, = z, on constate que 1les codes 
MW) et A’(& ~19 sont 6gaux respectivement g A,, et B,, ce qui c!&montre les 
Ckollaires 1.3 et 1.4. 
E%nwMratirpa da @J-orolIaire 1.5. 11 suffit de krifier que nous sommes dans les 
cwditions d’application de la proposition, i.e. que: 
C(X) n (x*X,r * u {e}) = A(Z). 
Puisqese k C(Z) et que A(2) c C(X)n x*&x*, il suffit de prouver I’inclusion 
C(Z)r, x*X=x* c A(:’ A_ -. ,. WI yar d&f&ion C(Z) - PX - P oti P est I’ensemble des 
pn%xcs de A(X): 
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et finalement 
(PX-P)AX *,~~x”=(PXnx”X,x”)--~ 
ioit ence’re C(Z) n n *X=x* c A(Z) comme armor&. 
IXmonstratisn du Thior$me 1.1. Elle rhulte irnm~diate:ment du Corollaire 1.5. 
Remerciements 
Je tiens j! remercier ici Dominique Perrin pour ses nombreuses suggestions lors 







D. Per:: : et M.P. Schiitzenberger, coiles et sous-monoides possCdant des mots neutres, dans: 
‘T?zeoretiL al Computer Science, 3rd GI C?. nference, Lecture Notes in Computer Science 48 (Springer, 
Berlin, ‘97’) 270-281. 
J.-F. Perpot, Vari&s de langages et opCrations (article pr&%ent). 
A. Restivo, Codes and aperiodic languages, dans: 1. Fachtag;rng iiber Auromatentheorie und formale 
Sprfxhen, Lecture Notes in Computer Science 2 (Springer, Berlin, 1973) 175-181. 
M.F. Schlitzenberger, Sur certaines pseudo-vari6t6s de monoi’des finis, IRIA-Laboria.. Rapport dc 
Recherche No. 62 (1974). 
M.P. Schiitzenberger, A property of finitely generated submonoids of free munnids, dons: G. PollBk, 
Ed., Algebraic 7heory of Semigrozps (North-Holland, New York, 1978). 
[6] M.P.Schiitzenbergcr, On finite monoids having only trivial subgroups, Information and Control 8 
(1965) 19& r94. 
